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参考 三次元空間の極座標

図 1-19のように，三次元空間

を動いている物体の位置 P を

r=(, , z ) とする。rと z 軸と

のなす角を θ，点 P から  平面

に下ろした垂線の交点を点 B と

し，線分 OB と  軸のなす角を

ϕ とする。また，点 P から z 軸

に下ろした垂線の交点を点 Q，

点 B から  軸， 軸にそれぞれ

下ろした垂線の交点を点 A，点 C とする。

直角三角形 OPQ において，斜辺の長さ OP=r より，

位置 P の z 成分= OQ = OP cos θ = r cos θ （1-43a）

と な る。ま た，直 角 三 角 形 OPQ と 直 角 三 角 形 OPB に お い て，

QP=OB=r sin θ なので，

位置 P の  成分= OA = OB cos ϕ = r sin θ cos ϕ （1-43b）

位置 P の  成分= OC = AB = OB sin ϕ = r sin θ sin ϕ（1-43c）

となる。したがって，位置 rは，3 つの単位ベクトル e=(1, 0, 0)，

e=(0, 1, 0)，e=(0, 0, 1) を用いて，

r= (, , z ) = (r sin θ cos ϕ, r sin θ sin ϕ, r cos θ )

= r sin θ cos ϕe+r sin θ sin ϕe+r cos θe （1-44）

と表される。二次元平面内の場合と同様に，距離 r，角度 θ，角度 ϕ は時

間による関数である。また，三次元空間上の位置をすべて網羅するため

には，0≦θ≦π，0≦ϕ<2π の範囲となる。

さらに，rと同じ向きで大きさが 1となる単位ベクトル e は，

e =
r

r = sin θ cos ϕe+sin θ sin ϕe+cos θe （1-45）

となる。また，単位ベクトル e と直交する単位ベクトルは，

e =
∂e
∂θ

1)

= cos θ cos ϕe+cos θ sin ϕe−sin θe （1-46）

e =
1

cos θ
∂e
∂ϕ

= −sin ϕe+cos ϕe （1-47）

で表される。 e 
= e 

= e 
=1，e ∙e=e ∙e=e ∙e=0 となり，単位

ベクトルとしての性質と直交性を満たしている。

図 1-19 三次元空間の極座標
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1) ϕ はギリシャ文字の 1つで，ファイと読む。
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